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Résumé :  
Dans ce travail, un modèle phénoménologique non-local est proposé pour décrire le comportement 
thermomécanique instable de structures minces en alliages à mémoire de forme (AMF) lors de la 
transformation de phase. Ce modèle non-local est obtenu comme une extension au cadre non-local d’un 
modèle local macroscopique existant, développé à partir d’une expression de l’énergie libre de Gibbs. 
L'extension au cadre non-local est basée sur l’introduction d’une nouvelle variable, contrepartie non-locale 
de la fraction volumique de martensite présente dans le modèle local. Cette variable non-locale est alors 
définie par une équation aux dérivées partielles dont le terme source est la fraction volumique locale de 
martensite. Pour exploiter ce modèle non-local dans la simulation du comportement thermomécanique de 
films minces en AMF, un élément fini spécifique, ayant la fraction volumique non-locale comme degré de 
liberté supplémentaire, a été développé et implanté dans le logiciel de calcul Abaqus. L'outil numérique ainsi 
obtenu est utilisé pour décrire la localisation de la transformation de phase dans une plaque mince trouée en 
AMF soumise à un chargement thermique sous contrainte constante.  
Abstract : 
A nonlocal phenomenological modelling of SMA thin structures presenting an unstable thermomechanical 
behavior during phase transformation is proposed in this work. This modelling is obtained as an extension to 
a nonlocal framework of an existing macroscopic local model, derived from an expression of a Gibbs free 
potential. The nonlocal extension is based on the introduction of a new variable, which is the nonlocal 
counterpart of the martensite volume fraction in the local model. This nonlocal variable is defined by a 
partial differential equation where the local martensite volume fraction stands as a source term. To simulate 
the localization of phase transformation in SMA thin plates, subjected to a thermal loading at a constant 
stress, a 2D plane stress finite element, with the nonlocal martensite volume fraction as an additional degree 
of freedom, is developed and implemented in the finite element code Abaqus. 
Mots clefs : Alliages à mémoire de forme, Structures minces, Approches non-locales, Eléments finis 
spécifiques. 
1 Introduction  
Les spécificités de comportement des AMF, telles que l’effet mémoire de forme, la superélasticité, et la 
densité élevée de travail mécanique fourni par ces AMF, les rendent particulièrement bien adaptés aux 
applications utilisant des dispositifs en miniature comme les microactionneurs, les microcomposants 
électroniques. Ces dispositifs sont souvent taillés dans des films minces en AMF qui montrent un 
comportement thermomécanique instable, caractérisé par une localisation suivie d'une propagation de la 
transformation de phase, [1-3]. 
La littérature propose de nombreux modèles phénoménologiques permettant de prédire le comportement 
thermomécanique des AMF massifs. Ces modèles développés dans un contexte local, ne décrivent pas 
correctement les phénomènes de localisation observés dans les structures minces en AMF. En effet, ces 
modèles, utilisés dans la simulation du comportement thermomécanique des structures minces en AMF  
donnent des réponses dépendantes du maillage. De plus, ils ne font aucune référence à un paramètre de 
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longueur interne, entraînant ainsi une localisation de la déformation de  transformation sur une zone de 
volume nul (singularité) en présence d’adoucissement.  
Dans le présent travail, nous proposons un modèle non-local de type-gradient, dédié à l’étude des 
phénomènes instables observés dans les structures minces en AMF. Ce modèle est obtenu à partir d’une 
extension au cadre non-local d’un modèle local existant, développé au sein des laboratoires LEM3 (Metz) et 
LEMTA (Nancy) [4-5]. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle variable non-locale de la 
transformation, représentant la contrepartie non-locale de la fraction volumique de martensite présente dans 
le modèle local. Cette nouvelle variable est régie par une équation aux dérivées partielles (EDP), écrite sur 
tout le domaine matériel considéré ; l’EDP fait apparaître un paramètre de longueur interne permettant de 
contrôler la taille de la zone d’interaction entre un point matériel du milieu considéré et son voisinage. Cette 
approche est inspirée des travaux réalisés par [6-7] sur les modèles non locaux de plasticité avec 
endommagement. Dans le but de simuler la réponse des structures minces en AMF, soumises à différents 
types de sollicitations thermomécaniques, un élément fini spécifique en contraintes planes est développé sur 
la base du présent modèle non-local. Cet élément fini possède, la fraction volumique non-locale de 
martensite comme degré de liberté supplémentaire (en plus des déplacements et de la température). Implanté  
dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus via la routine utilisateur UEL, l'élément fini est utilisé 
pour simuler la localisation de la transformation de phase et sa propagation dans une plaque mince trouée en 
AMF, soumise à un chargement thermique sous contrainte imposée. 
2 Modélisation non-locale du comportement thermomécanique des AMF  
Le modèle non-local de comportement proposé dans ce travail est une extension du modèle local détaillé 
dans [4-5] et [8]. Celui-ci est établi à partir de la définition d’un potentiel thermodynamique dont 
l’expression est : 
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La fonctionnelle G∆  représente la variation de l’énergie libre depuis l’état initial d’un VER d’AMF à l’état 
biphasé : austénite-martensite. Elle est fonction de la contrainte ijΣ , de la températureT , de deux variables 
internes f et Tijε , qui représentent respectivement la fraction volumique de martensite et la déformation 
moyenne de transformation. La fonctionnelle G∆ dépend également des paramètres matériaux 
grainH , iantH var , B et 0T . Les paramètres grainH et iantH var permettent de prendre en compte respectivement, 
les incompatibilités intergranulaires et intragranulaires (incompatibilités géométriques liées à la déformation 
lors de la transformation) et les incompatibilités entre les différentes variantes de martensite. 0T est la 
température d’équilibre de la transformation de phase et B , la variation linéaire de l’entropie autour de cette 
température. Les forces thermodynamiques associées aux variables internes f et Tijε sont déduites de la 
fonctionnelle G∆  : 
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fF représente la force de transformation et T
ij
F
ε
, la force d’orientation des variantes de martensite. Dans 
l’équation (3), le tenseur des contraintes est remplacé par son déviatorique à cause du caractère isovolumique 
de la transformation. Les processus de transformation de phase et d’orientation des variantes de martensite 
sont activés lorsque les forces thermodynamiques vérifient les relations : 
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crit
fF  et
crit
T
ij
F
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correspondent aux forces critiques de transformation et de réorientation des variantes de 
martensite. La fraction volumique de martensite f et la déformation moyenne de transformation Tijε doivent 
vérifier les limites physiques de saturation de la transformation ( )10 ≤≤ f  et de la déformation de 
transformation ( satTijTijTeq εεεε ≤= 3
2
où satε est un paramètre matériau caractérisant la déformation de 
transformation maximale). L’ensemble des équations précédentes constitue le modèle de comportement local. 
Pour rendre ce modèle valide en présence d'instabilités de comportement, observées dans les structures 
minces en AMF, il doit être reformulé en non-local. Pour ce faire, nous choisissons de suivre la démarche 
proposée par [7], [9] et [10] pour les modèles de plasticité avec endommagement. Celle-ci consiste à définir 
une nouvelle variable de la transformation, représentant la contrepartie non-locale de la variable fraction 
volumique de martensite locale f sous la forme : 
  ∫
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Dans la relation (6), x  représente la position du point matériel ; y est la position d’une partie infinitésimale 
du domaine Ω  ; ),( xy ψ  est une fonction poids ou noyau, )(xΨ  est une fonction de normation définie par : 
 ∫
Ω
Ω=Ψ )(),()( ydxyx  ψ   (7) 
La fonction noyau ),( xy ψ (non explicitée ici) dépend d’un paramètre de longueur interne permettant de 
contrôler l’interaction du point matériel avec son voisinage. Des travaux réalisés par [6] et [11] ont montré 
que l’équation intégrale (6) peut-être remplacée par une équation aux dérivées partielles (EDP) sous la 
forme : 
  )()()( 22 xfxflxf  =∇−   (8) 
La relation (8) est obtenue en faisant des approximations basées sur les développements de Taylor autour du 
point x , qui sont d'autant plus justifiées que la fonction de noyau est celle de Green. Nous pouvons 
remarquer que l’EDP (8) dépend de la fraction volumique locale de martensite )(xf  , qui joue le rôle du 
terme source de l'EDP, de la fraction volumique non-locale de martensite )(xf  , champ inconnu, et d’un 
paramètre de longueur interne noté ici l .  
Dans le but de décrire les phénomènes d’adoucissement dans le présent modèle non-local, la force critique de 
transformation est considérée décroissante en fonction de la variable non-locale f sous la forme : 
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Cette expression de la force critique retenue dans le cas de la transformation de phase directe austénite-
martensite est légèrement modifiée dans le cas de la transformation inverse sous la forme : 
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3 Formulation faible du problème non-local 
Dans le but de simuler la réponse des structures minces en AMF sous divers types de sollicitations 
thermomécaniques, un élément fini 2D est développé sur la base du modèle de comportement précédemment 
décrit en prenant en compte les équations d'équilibre mécanique et thermique. On est donc amené à résoudre 
les équations de champ suivantes : 
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où q représente le flux de chaleur dans le domaine Ω et r , la puissance calorifique volumique des sources 
internes. Les équations de champs (11) sont complétées par les conditions aux limites suivantes : 
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Avec la deuxième condition aux limites dans (12), nous supposons que le flux de transformation est nul sur 
la frontière du domaine considéré. Conformément à la méthode des éléments finis, le système d’équations 
(11-12) est résolu sous sa forme faible : 
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où uw

, fw , Tw  sont des fonctions tests, prises ici de classe 
0C . La loi de Fourier ( Tkq ∇−=


avec k , la  
conductivité thermique du matériau) assurant les échanges thermiques au sein du domaine Ω , ainsi que les 
équations constitutives (2-3) du modèle sont utilisées sous leur formes incrémentales : 
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L’introduction des interpolations polynomiales des champs inconnus et leurs gradients nous permet de 
réécrire les équations d’équilibre à résoudre sous la forme suivante : 
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où [ ]uuK , [ ]fuK , [ ]uTK , [ ]ufK , [ ]ffK , [ ]TfK  et [ ]TTK  représentent des sous-matrices de rigidité non 
explicitées ici de l'élément fini 2D. L’implémentation de celui-ci dans le logiciel de calcul par éléments finis 
Abaqus a été réalisée via la routine utilisateur UEL.  
L’outil numérique ainsi obtenu est utilisé pour décrire les phénomènes de localisation de la transformation de 
phase lors d’un chargement mettant en exergue le comportement effet mémoire de forme dans une plaque 
mince trouée en AMF (FIG. 1). La plaque est soumise à un chargement thermique sous une contrainte 
imposée de 300 MPa. 
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FIG. 1 – Plaque trouée en AMF avec les paramètres du modèle. 
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4 Résultats numériques et discussions 
La figure 2 a) ci-dessous montre la distribution spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite en 
fonction du chargement pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne. Nous pouvons remarquer 
que la transformation de phase débute d’abord au voisinage du trou, avant de se propager ensuite au reste de 
la plaque sous la forme d’une bande qui s’élargit au fur et à mesure que le chargement augmente. Notons que 
l’effet de la localisation de la transformation est atténué lorsque le paramètre de longueur interne prend des 
valeurs importantes : la figure 2 c) montre en effet que pour le même trajet AB indiqué sur la figure 2 b) et la 
même température (T = -15°C), la courbe d’évolution de la fraction volumique non-locale présente un pic de 
saturation pour les faibles valeurs de ce paramètre. La figure 2 d) montre l’évolution de la fraction 
volumique non-locale de martensite dans l’élément E de la figure 2 b) pour différentes valeurs du paramètre 
de longueur interne; cette figure montre que ce paramètre influence légèrement la taille de l'hystérésis. Sur la  
figure 2 e), nous avons représenté la déformation totale en un point de la plaque (un nœud de l'élément E) en 
fonction de la température et pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne, les graphes ne 
montrent pas une influence importante de ce paramètre.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
FIG. 2 – a)  Distribution spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite pour différentes valeurs 
du paramètre de longueur interne ; b) Chemin AB et élément E ; c) Evolution de la fraction volumique non-
locale de martensite suivant le chemin AB; d) Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite 
en fonction de la température dans l'élément E; e) Déformation totale en fonction de la température. 
5 Conclusion  
Un modèle de comportement non-local de type gradient est proposé en vue d'étudier les phénomènes de 
localisation et de propagation de la transformation de phase dans les structures minces en AMF. 
L'implémentation du modèle a nécessité le développement d'un élément fini 2D ayant un degré de liberté 
supplémentaire: la fraction volumique non-locale de martensite. Cet élément a servi dans l'étude de la 
localisation de la transformation de phase dans une plaque mince trouée en AMF. La suite de ce travail sera 
consacrée à la prise en compte des effets de la chaleur latente de transformation sur le comportement des 
structures minces en AMF. 
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